Aufgabe 1: Integrationsverfahren

Losen Sie die folgenden Integrale mit einem geeigneten Verfahren. Uberpriifen Sie vorher, ob es
sich bei den bestimmten Integralen um uneigentliche Integrale handelt.

a) Ix31/2x4 -5 .dx

Losung:
u=2x*-5 %E=8x3 dx:élgdu
X X
du 1 12 3 1 3
3 4
J. \/__Szgj‘ 2 dU==§‘§ u2+C= —(2X —5F+C
3
1
c) |—=dx
B
L6sung

3
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t—0
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5 t—0

=23-2J0=243

3
t

t

Q) Igdx

o V4 — X
Ldsung:

Nullstellen Nenner:4—x*>=0 x=+2 Integralgrenze!

t
. X
lim | ——dx
t|—>20 [4_X2
t
IimJ. X dx U=4-x> d—u=—2x dx:d—u
to20 4— 2 dx —2X
x du 1¢1 1p —= (2 t
=IimJ.—-—=Iim——J.—du=Iim—— U 2du=lim==|2u2 | =lim—v4—-x?
t—2 \/U —2X ts2 2 \/U t—2 2 t—2 2 t—2 0
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:Iirr;—\/4—'[2 +V4=\o+/4=2
t— e
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Aufgabe 2: Flachen- und Volumenberechnung

a) Die Flache zwischen der Kurve y = x*—4x und der x-Achse in den Grenzen von 0 bis 2 ist
durch eine senkrechte Gerade x=c zu halbieren. Berechnen Sie c.

Ldsung:

(x3 - 4x)dx = %j;(ﬁ’ - 4x)dx ’

0
12 1[ x4 > 1(16 N .
—j(x3—4x)dx=— —_2x? =—(——8J=—2

23 2| 4 T 2l4

x* ¢
(x3—4x)dx= Z x| =2—2¢%=-2
4 4

0
c*-8c’+8=0 = ¢ =1,082

O ey O

O Ly O

-3

b) Berechnen Sie das Volumen des Kdrpers, der durch Rotation der Flache zwischen den Kurven
mit den Gleichungen y =,/8x , (x—5)2 +y>=9, y=0 und x=5, um die x-Achse entsteht.
Erstellen Sie zuerst eine Skizze!

74

L6sung:

6

Skizze: s

V, = ”,T y2dx
a

V=7

O 1

(\/S_X)de = ﬂjSX ~dx = ”4)(2‘2 =1007
0

5

5 5 3
V,=7[9-(x-5Pdx=z[(-x* +10x—16)dx=ﬂ(—%+5x2 —16xj
2 2

2

= 7{—%+125—80—(—%+ 20—32}] =187

V =V, -V, =100z -187 = 827
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Aufgabe 3

Berechnen Sie die Grenzwerte:

Lésungen:
2 n2+ 1
. 2 2T 2
a) lim—2_—lim—n_-_0 _g b) lim™ 1 jimn: n? 140 _
n>wn —1 m—moﬂ_l 1-0 nso N 41 nHmLJri 0+0
n on n> n?
5 N
c) lim10™" = lim ! —i—o d) lim 5 —Iimlo?—— 0
N0 _m—mlon_oo_ noo " o n° 1
n®
2 n
-nd 3 3 _
e)lim22n = lim nzn _0-1__
nel0n®+n  meel0n® no 040
n n
n’ 10n 25
_5)? 2 _ 27 27 2 1-0-
f) |im(n2 5) _ imn ].20n+25:|imn 2n n :1 0 0:1
e N S L ! Nso 1 1+0
e
Aufgabe 4
Bestimmen Sie die Formel der Folge:
a) EEEEE b) —2; 4; -6; 8,—-10; c) EEEEE
2 3456 2 46 810
Lésungen:
n n n+1
a) a, =—-— b) a, =2n(-1 c)a =——
) 8y =— ) a,=2n(-1) ) 8=
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Aufgabe 5

Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz:
3 9 27 81

a) R=—+—+—+—+
2 8 24 64
Ldsung:
o = 3n . ~ 3n+1
" n.2 " (n+1)-2m
pol@ne| 302" | 3-3n2 | |3 |
ne| a nHm|(n+1) 2" m—>w|(n+1) 2.2"-3" nHw|(n+1) 2| Mg n+l
E
=lim—- o 1 = lim 3. Ll=§>1 = divergent
N 2 n.+ m—>oo2 145 2
n n n
b) R—£+4+g+E
o203 4
Ldsung
2 2
Q] _(n+1)

n =

—ay, =
n! (n+1)!

(n+1)2 n| i (D (D0t (ntl)

a,,
lim|—= — =
m—>oo (n +1)| Ni->o0 (n +1) -nl-n n—wo N

N a

= lim l+i =0<1 = konvergent
n n?

N—>oo

Zusatz:

Aufgabe 1: Integrationsverfahren

Lésen Sie die folgenden Integrale mit einem geeigneten Verfahren. Uberpriifen Sie vorher, ob es
sich bei den bestimmten Integralen um uneigentliche Integrale handelt.

b) Ix-sin(xz)dx

Ldsung:

J.x-sin(xz)dx u=x? du_ oy dx= 4
dx 2X

. du 1¢. 1 1
X -sin(x?)— = = | sin(u)du = —=cos(u) + C —=cos(x?)+C
Jx-sin() = [sin(u)du =~ cos(u) 5€os(x')
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d) I(ZXS —|x- 2|)dx

0

Ldsung:

(2% —|x- 2|)dx

O ey 1

5

Il
Oy

2

4 2
=2i+x——2x + — ——+2X
4 2

0
625 25

2

Xx—2=0

2

0

4 2 4 2
=2—+2——2-2—0+———+2-5— 2——2—+2-2
2 2 2 2 2 2

:8+2_4+7_7+10_8+2_4: 306

o0

1y
¢ j x(In(x) X

Ldsung:
du 1
:I _—
u=1In(x) prolal
| Tl Tl
——dx= xdu = | — du
! x(In(x)’ j x(u) J (u)f
t 1 t

= lim [ du = lim [u™ du = lim(-u
t—> o . (u) t—> o . t—>o

Vorm Einsetzen der Grenzen riicksubstituierten!

lim| -——
teo|  IN(X) .

) Ixz -sin(x)dx

. [ 1 ] 1
=lim —-—— |+ ——=
teol IN(t) ) In(e)

dx = xdu

-1

0

+1=1

X=2
5

2

54

(2x3+(x—2))dx+j(2x3—(x—2))dx=j(2x3+x—2)dx+j(2x3—x+2)dx

Ldsung:

Ixz -sin(x)dx u = —cos(x) u'=sin(x) v =x? V'=2X
— x%cos(x) + IZX cos(x)dx noch mal partiell Ableiten:

u =sin(x) u'=cos(x) vV =2X

— x%cos(x) + 2xsin(x) — IZsin(x)dx = —x?cos(x) + 2xsin(x)+ 2cos(x) + C
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Aufgabe 2: Flachen- und Volumenberechnung

c¢) Es ist das Volumen des Rotationskdrpers zu berechnen, der durch Rotation der von den Kurven
(x—5) +y?>=25 und y? =2x eingeschlossenen Flache um die x-Achse entsteht.
Erstellen Sie zuerst eine Skizze und berechnen Sie beide Mdglichkeiten.

L6sung:
a b
Skizzen: S ) J—
////.’ H'\ — / -..\\\
/ N / N\
/ \ . \
= i
\ ,x'll \
/ N\ A
\\ / \\ /
N _ - /
y? =25—(x-5) y? =2x

V,, = ;zj(25—(x—5)2)dx—7rizxdx = ﬂi(ZS— X2 +10X— 25— 2 dx = ;zi(— X +8xdx
0 0 0 0

S :7{ 512+256j:”( 512+768j: 256
3 . 3 3 3 3

8 10 8 10
Vi, = 7ZJ-2XdX + 7[.[(25 —(x- 5)2)dx = 7ZJ-2XdX + ﬁ_[(25 — (x? ~10x + 25))dx
0 8 0 8

8 wo 6 3 10
=7Z'£2XdX+7Z'£(—X +10x)dx=7z[x ]OH{TJFSXL

=n(64)+ ”((%ooo + 500} - (_ 212 + 320}} - 7:[64 +500-320 - 103?0 + 5?} = 2;‘4 s
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d) Berechnen Sie mit Hilfe der Integralrechnung das Volumen einer Pyramide der Hohe h, deren
Grundflache ein Rechteck mit der Seitenlange 2a und a ist.

2 2
=—a‘h
Zur Kontrolle: Volumen Pyramide: (Grundflache x Héhe / drei) 3 3

Losung: Iv

Pyramide so in ein Koordinatensystem legen, dass |
die Spitze im Ursprung liegt. 2a

Grundflache der Pyramide: A=2a’

Diese Flache wird zum Ursprung hin immer kleiner ]
und muss nun in Abhangigkeit von x ausgedriickt a
werden.

Seitenansicht;

. . y=1X a -
Die Geradengleichung lautet =~ h

y=a/h*x
Die Flachen haben somit die Gleichung:

a Y a2 > - - —
A(X):Z(FXJ ZZFXZ 0 h

Diese einzelnen Flachen summiert man tber ein
Integral auf:
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