Aufgabe 1: Integrationsverfahren
Losen Sie die folgenden Integrale. (SS2015)

X 1
a) | x*-In(x)dx b -dx c dx
) [ an) )I4x+1 )‘!(3—x)2
Ldsung:
a) ij-In(x)dx Partielle Integration
u=%x4 u'=x v=1In(x) v=1
X
3 1, 1,1, x x*
Ix -In(x)dx_zx I”(X)_IZX ;dx_jln(x)—E+C
X - . u-1
b) I - dx Substitution mit u=4x+1 = X=—"
4x +1 4
J- X g Ut gyt gy =i(u—ln|u|)+C =i((4x+1)—ln|4x+]4)+c
4x+1 4u 4 16 16u 16 16
51
C) dx uneigentliches Integral!
o

Ly tim [ dxs tim [—2
| = X =lim|————dx+lim
!(3— X)) o3 (B-xf oTi(B-x)

Aufgabe 2: Parametrisierte Funktionen

2.1 Bestimmen Sie die Parameterform der Kurve eines Teilchens, das sich entlang des Kreises
X2+ (y - 1)? = 4 in der folgenden Weise bewegt:

a) Dreimal um den Kreis, beginnend bei (2; 1)

b) Halb um den Kreis, beginnend bei (0; 3)

L6sung:
Hauptform eines Kreises: (X - Xg)2 + (Y - Yo)2 = 12 Mittelpunkt M = (Xo; Yo); Radius =r
Parameterform des Kreises: X =X + - C0S(t); y=Y,+r-sin(t) (0<t<27)
a) x=2-cos(t); y=1+2-sin(t) (0<t<6n)
. Vs 3
b) x=2-cos(t); y=1+2-sin(t) (EStSEﬂ')
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2.2 Gegeben ist die Parameterfunktion y=t—-3t und x=t? (SS06)

a) Skizzieren Sie die Funktion.
b) Berechnen Sie, fur welche Werte von t der Punkt (3; 0) durchlaufen wird.
c) Berechnen Sie die Punkte, an denen die Kurve eine horizontale Tangente aufweist.

Losung:
a) .
AN
[ t

b) x=t2 P(3,0)

3=t =t,,=*V3

y=t>-3t

0=t>-3t =1, =0

t?-3=0 St,,5=5V3 =43 t,=—/3
Cc y 2 _
: y=2=0 33 t#0

X 2t
3t°-3=0 3t*=31t*=1 t, =%1
PL-2) P,(12)
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2.3 Gegeben ist folgende Funktion in Parameterform y=2cos(t) +2, x=2sin(t) mit -z <t<r

a) Skizzieren Sie die Kurve, den Startpunkt und die Durchlaufrichtung, wenn t den
Definitionsbereich vom kleinsten zum gro3ten Wert durchlauft

b) Berechnen Sie die von der Kurve eingeschlossene Flache. (WS05/06)

Ldsung:

a) Kreis mit Radius r=2 und Mittelpunkt M(0; 2)

= [y ¥
120 N

N /TN

b) [ . dx
F =Iydx y=2cos(t) +2 x=2sin(t) EzZCos(t) a=-m, b=r
F= ]E(Zcos(t) +2)2cos(t)dt = ]E(Acosz(t) + 4cos(t))dt = ][-(2 +2¢0s(2t) + 4cos(t) )dt

= [2t +sin(2t) + 4sin(t)[_ =27 +0+0+27+0+0= 4z
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2.4 Gegeben ist folgende Funktion (x—1f +(y —1f =2 (SS04)

a) Skizzieren Sie die Kurve.

b) Ermitteln Sie die Funktionsgleichung in Parameterform.

¢) Berechnen Sie die Tangentensteigung an den Schnittpunkten mit der x-Achse
Losung:

a) , b) Kreis: (x—x, ) +(y -y, =r?
Parameterform:
X = X, + I cos(t)

y =Y, +rsin(t)

(x-17 +(y-1y =2
M t=0 Xo =1 Yo =1 r=+2

x:1+ﬁcos(t) y:1+\/§sin(t)

c) Schnittpunkt mit x-Achse: y =0
y=1+\/§sin(t) =0
-1 -2 57 n

sinf)=—==—2 =  t=22502>7% t=315°2 %
O=75""2 ;" 4

.y V2 cos(t)  —cos(t) _

Y ST T s sing)

—cot(t)

S5z
! = — t _— :—1
=) C°(4j -
o= { )
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2.5 Fur die Kurve der Funktion mit den Gleichungen x = cos(t)

die Extremwerte zu finden.

Hinweis: y'=Y yr=2 Y2y

Losung:

X = cos(t) y=sin’(t) (0<t<n)

. dx . . dy
X =—=-=sIn(t =—
g o Y=y

X =—cos(t) ¥ =-2sin?(t) - 2cos?(t)

= 2c0s(t)sin(t)

y' 1 _ ZCos(F)sin(t) _ _2cos(t)
X —sin(t)

y'=0 —2cos(t)=0 cos(t)=0 t =%

L XY-XYy
= —1
TP

y(%} < 0 = Maximum

y =sin’(t)

(0<t<7) sind
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Aufgabe 3: Flachen und Volumen

— w2 mi —
Die folgenden Kurven schlieRen eine Flache ein: y=x"mitx= 0, x=1ynd Y= 4 (WS0708)
a) Skizzieren Sie die Kurve und die eingeschlossene Flache

b) Berechnen sie das Volumen, wenn die Flache um die Gerade X =1 rotiert.
c¢) Berechnen sie das Volumen, wenn die Flache um die x-Achse rotiert.

Losung:
a) y ) 2 . y
/ b) Rotation von X" um die Gerade
x=1 entspricht der Rotation von
2
(X+1) um die y-Achse.
) b
Vv, = 7Z'J.X2dy
2 2
y=(x+1F  Jy=x+1
X=4y-1 1
x2=(Jy-1f =y-2Jy+1 /
4 R : [
: 0 2 Vyzﬂj(y_z\/y—'_l}jy
1
4
:ﬁ{v_z_ﬂyiw} _ 1,
2 3
1l =
C) Y . . VES )(2 -1
Verschieben der Funktion um 1 nach unten ergibt .
Rotation von y um die x-Achse, lasst die grine Flache
2 2
rotieren. Darum V, = ﬂIde—ﬂj y2dx !
24 1 1
b
1 VX = ﬂ'J- yde
a
2 2 2
oL L V, :ﬂJ.3dx—7zJ.(x2—1)2dx:7zj(3—x4+2x2—1)dx
1 1 1
5 2 i 32 16 1 2
3 - X s o] =x ——+—+4—(——+—+2)
5 3 X 5 3 5 3

( 31 14 j ( 93 70 30] 7
=n-—+—+2|=7l-—+—+—|= —7x
5 3 15 15 15 15
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Aufgabe 4: Folgen und Reihen

Entwickeln Sie f(x)=e™™ als MacLaurin-Reihe. (SS2015)

a) Ermitteln Sie die Reihe (iber die n-te Ableitung f ™ (x).

L6sung:
f(x)=e"

f(x)=e™ :i(_l)n X" :i(— x)'

n=0 n! n=0 n!

0 n

b) Bestimmen Sie die Reihe fir f(x) aus der bekannten Reihe e* = » —.

n=0 nl
Losung:
0 n
§ -
_v (%)
¢ —nZ:; n!

¢) Ermitteln Sie den Konvergenzradius R der Reihe.

LAsung:
O I ) . N ~
i L e I vy e

immer kleiner 1 darum R =0
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